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 生成模型的本质，就是希望用一个我们知道的概率模型来拟合所给的数据

样本，也就是说，我们得写出一个带参数𝜃的分布𝑞𝜃(𝑥)。

 对于连续型的简单分布，我们也就只能写出高斯分布了，而且很多时候为

了方便处理，我们只能写出各分量独立的高斯分布，这显然只是众多连续

分布中极小的一部分，显然是不够用的。为了解决这个困境，我们通过积

分来创造更多的分布：

𝑞𝜃 𝑥 =  𝑞 𝑧 𝑞𝜃 𝑥 𝑧 𝑑𝑧

 这里𝑞 𝑧 一般是标准的高斯分布，而𝑞𝜃 𝑥 𝑧 可以选择任意的条件高斯分布

(VAE)或者狄拉克分布(GAN)。这样的积分形式可以形成很多复杂的分布。

理论上来讲，它能拟合任意分布。
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 现在分布形式有了，我们需要求出参数𝜃，那一般就是最大似然，假设真

实数据分布为  𝑝(𝑥)，那么我们就需要最大化目标:

𝔼𝑥~  𝑝(𝑥) log 𝑞𝜃 𝑥

 然而𝑞𝜃 𝑥 是积分形式的，优化目标的计算会很困难。

 为了解决这个问题，VAE设法去优化一个更强的上界，从而得到一个近似

模型。GAN则是通过一个交替训练的方法绕开了这个困难。
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 FLOW 模型则选择直接把这个积分算出来。

 具体来说，flow模型选择𝑞𝜃 𝑥 𝑧 为狄拉克分布𝛿(𝑥 − 𝑔𝜃(𝑧))，而且𝑔𝜃(𝑧)必

须是可逆的，也就是说:

𝑥 = 𝑔𝜃 𝑧 ↔ 𝑧 = 𝑓𝜃 𝑥

 要求𝑧和𝑥的维度一样。假设𝑓, 𝑔的形式都知道了，那么优化目标的计算就

可以通过对𝑞(𝑧)做一个积分变换𝑧 = 𝑓(𝑥)得到。即本来有：

𝑞 𝑧 =
1

(2𝜋)𝐷/2
exp(−

1

2
𝑧 2)

 现在做积分变换𝑧 = 𝑓(𝑥)。但要注意：概率密度函数的变量代换并不是简

单地将𝑧替换为𝑓(𝑥)就行了，还多出了一个“雅可比行列式”的绝对值。

也就是：

𝑞 𝑥 =
1

(2𝜋)𝐷/2
exp(−

1

2
𝑓(𝑥) 2) det

𝜕𝑓

𝜕𝑥
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 优化目标变为：

log 𝑞(𝑥) = −
𝐷

2
log 2𝜋 −

1

2
𝑓 𝑥 2 + log det

𝜕𝑓

𝜕𝑥

 通过观察这个新的优化目标，我们对𝑓有两个要求：

 可逆，并且逆函数易于求解；（ 𝑓 的逆函数𝑔就是我们希望得到的生成模型）

 对应的雅可比行列式要容易计算；

 满足以上要求的情况下，这个优化目标是可以求解的。并且由于𝑓容易求

逆，因此一旦训练完成，我们就可以随机采样一个𝑧，然后通过𝑓的逆来生

成一个样本𝑥 = 𝑓−1 𝑧 = 𝑔(𝑧)，这就得到了生成模型。
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 相对而言，行列式的计算要比函数求逆要困难。我们知道，三角阵的行列

式最容易计算，所以我们应该要想办法使得变换 𝑓 的雅可比矩阵为三角阵。

NICE的做法很精巧，它将D维的𝑥分为两部分𝑥1, 𝑥2，然后取下述变换：

ℎ1 = 𝑥1

ℎ2 = 𝑥2 + 𝑚 𝑥1

 其中𝑥1, 𝑥2是𝑥的某种划分，𝑚是𝑥1的任意函数。也就是说，将𝑥分为两部

分，然后按照上述公式进行变换，得到新的变量ℎ，这个被称为“加性耦

合层”(Additive Coupling)。不失一般性，可以将𝑥各个维度进行重排，使

得𝑥1 = 𝑥1:𝑑为前𝑑个元素，𝑥2 = 𝑥𝑑+1:𝐷为𝑑 + 1 ∼ 𝐷个元素。
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 不难看出，这个变换的雅可比矩阵
𝜕ℎ

𝜕𝑥
是一个三角阵，而且对角线全部为1，

用分块矩阵表示为:

𝜕ℎ

𝜕𝑥
=

𝕀𝑑 𝕆

𝜕𝑚

𝜕𝑥1
𝕀𝑑:𝐷

 变换ℎ的雅可比行列式为1，其对数值为0。这样就解决了行列式的计算问

题。

 同时，这个变换也是可逆的：

𝑥1 = ℎ1

𝑥2 = ℎ2 − 𝑚(ℎ1)
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 要注意到，变换ℎ的第一部分是恒等变换。因此单个变换不能达到非常强

的非线性，所以需要多个简单变换的复合，以达到强非线性，增强拟合能

力：

𝑥 = ℎ(0) ↔ ℎ(1) ↔ ℎ(2) ↔ … ↔ ℎ 𝑛−1 ↔ ℎ 𝑛 = 𝑧

 其中每个变换都是加性耦合层。这就好比流一般，积少成多，所以这样的

一个流程称为一个“流（flow）”。也就是说，一个flow是多个耦合层的

耦合。

 由链式法则：

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕ℎ(𝑛)

𝜕ℎ(0)
=

𝜕ℎ(𝑛)

𝜕ℎ(𝑛−1)

𝜕ℎ(𝑛−1)

𝜕ℎ(𝑛−2)
…

𝜕ℎ(1)

𝜕ℎ(0)

𝑑𝑒𝑡
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑑𝑒𝑡

𝜕ℎ(𝑛)

𝜕ℎ(𝑛−1)
𝑑𝑒𝑡

𝜕ℎ(𝑛−1)

𝜕ℎ(𝑛−2)
…𝑑𝑒𝑡

𝜕ℎ 1

𝜕ℎ 0
= 1
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 要注意，如果耦合的顺序一直保持不变，即:

ℎ1
(1)

= 𝑥1 ℎ1
(2)

= ℎ1
(1)

ℎ2
(1)

= 𝑥2 + 𝑚1 𝑥1 ℎ2
(2)

= ℎ2
(1)

+ 𝑚2 ℎ1
1

…

 那么最后还是𝑧1 = 𝑥1，第一部分依然是初始输入，如下图：
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 为了得到不恒等的变换，考虑在每次进行加性耦合前，打乱或反转输入的

各个维度的顺序，或者简单地直接交换这两部分的位置，使得信息可以充

分混合，比如：

ℎ1
(1)

= 𝑥1 ℎ1
(2)

= ℎ1
(1)

+ 𝑚2 ℎ2
1

ℎ2
(1)

= 𝑥2 + 𝑚1 𝑥1 ℎ2
(2)

= ℎ2
(1)

…

 如下图：
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 Flow是基于可逆变换的模型，当模型训练完成之后，我们同时得到了一个

生成模型和一个编码模型。随机变量𝑧和输入样本𝑥具有同一大小。当我们

指定𝑧为高斯分布时，它是遍布整个𝐷维空间的，𝐷也就是输入𝑥的尺寸。

但虽然𝑥具有𝐷维，但它未必就真正能遍布整个𝐷维空间，比如MNIST图像

虽然有784个像素，但有些像素不管在训练集还是测试集，都一直保持为0，

这说明它远远没有784维那么大。

 也就是说，flow这种基于可逆变换的模型，天生就存在比较严重的维度浪费问

题：输入数据明明都不是D维流形，但却要编码为一个D维流形。
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 为了解决这个情况，NICE引入了一个尺度变换层，它对最后编码出来的

每个维度的特征都做了个尺度变换，也就是𝑧 = 𝑠⨂ℎ(𝑛)这样的形式，其中

𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝐷)也是一个要优化的参数向量（各个元素非负）。

 这个𝑠向量能识别该维度的重要程度（越小越重要，越大说明这个维度越

不重要，接近可以忽略），起到压缩流形的作用。注意这个尺度变换层的

雅可比行列式就不再是1了，可以算得它的雅可比矩阵为对角阵:

𝜕𝑧

𝜕ℎ(𝑛)
= 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑠)

 它的行列式为： 𝑖 𝑠𝑖，有对数似然：

log 𝑞(𝑥)~ −
1

2
𝑠⨂𝑓 𝑥 2 +  

𝑖
log 𝑠𝑖
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 其实这个尺度变换层可以换一种更加清晰的方式描述——带参数方差的正

态分布：

𝑞 𝑧 =
1

(2𝜋)𝐷/2 𝑖=1
𝐷 𝜎𝑖

exp(−
1

2
 

𝑖=1

𝐷
𝑧𝑖
2

𝜎𝑖
2)

 代入𝑧 = 𝑓(𝑥)的变换，取对数得：

log 𝑞(𝑥)~ −
1

2
 

𝑖=1

𝐷
𝑓𝑖

2 𝑥

𝜎𝑖
2 −  

𝑖
log 𝜎𝑖

 两式做一个对比，就有𝑠𝑖 =  1 𝜎𝑖。所以尺度变换层等价于将先验分布的方差也

作为训练参数，如果方差足够小，就可以认为该维度所表示的流形坍缩为一个

点，从而总体流形的维度减1，暗含了降维的可能。
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无噪声训练 有噪声训练
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 模型细节：

 加性耦合层需要将输入分为两部分，NICE采用交错分区，即下标为偶数

的作为第一部分，下标为奇数的作为第二部分，而每个𝑚(𝑥)则简单地用

多层全连接（5个隐藏层，每个层1000节点，ReLU激活）。在NICE中一

共耦合了4个加性耦合层；

 NICE的模型还是比较庞大的，按照上述模型，模型的参数量约为 2 × 107 ，

也就是两千万的参数只为训练一个MNIST生成模型。模型参数还是过于庞

大；

 且非线性变换的部分只能使用全连接层的结构。


